Transformadas de Fourier y de Laplace
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1. Introduccion

Los dominios del tiempo y de la frecuencia son formas alternativas de represent
senales.

Los problemas que plantea el procesamiento d@les pueden tratarse en el do

nio del tiempo conécnicas @sicas de ecuaciones diferencialesiges andlgicas) o
ecuaciones en diferencias iigdes discretas), mientras que en el dominio de la frec
cia estos problemas se traducen en ecuaciones algebraicas generalasestnailas

de resolver.
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Las herramientas que establecen las relaciones ratita®m entre los dominios del tiem
po y de la frecuencia se llamamnsformadas

Dos de las ras usadas son la transformada de Fourier y la transformada de Lapl
ambas egin relacionadad.a transformada de Fourier se usa para representar en
dominio de la frecuencia senales continuas (analogicas) no periddicas y descril
espectro continuo de una sefal no periddica.
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2. La transformada de Fourier

La transformada de Fourier puede interpretarse comdwaraion continua” del con-
cepto de serie de Fourier para funciones noguicas.

Recuerda que el espectro de uniaadé, periodica de pendoT, es el conjunto de pares
{(n/T,c,) : neZ}, dondec, = T(n/T) son los coeficientes de Fourier complejosfde

La clave de lo que sigue consiste en interpretar una &med perodica como elilmite
de una funan perbdica cuyo pdodo, T, se hace arbitrariamente grande, es def
T — +o0.

Observa que cuanto mayor es elipdo T mas cerca eén los puntos del espectro d
forma que cuandd — +oco podemos considerar que el espectro se convierte en
curva continua y la funon f en una fundn definida erR cuya gafica es dicha curva.

O
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Consideremos la fungn “pulso rectangular” definida por:

1 Jt|<1/2
0 [t|>1/2

I1(t) =

Es claro qudl no es una fundén perbdica y, por ello, no tiene una serie de Fourif
asociada. No obstante, podemos considerar versionéslipais dd1 repitiendo su parte
no nula separada regularmente por grandes intervalos en los que lanf@sccero.
Aqui tienes la gafica de la periodizacn dell con perodo 15.
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Como las periodizaciones deson funciones pares y reales sus coeficientes de Fo
son reales. Aquienes los gaficos de los espectros correspondientes a las periodizg
nes dd1 con perodos 5, 10 y 20.
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Calculemos los coeficientes de Fourier de la periodiradell con perodoT.

n 1 T/2 1 1/2
B)-3 [e=nmoa-? |
~T/2 ~1/2
t=1/2
_ 1 1 g 2int/T _ 1 (emin/T _gin/Ty _ iser(n—n)
T|-2min/T =172 27N nm T
Deducimos que
o )
—2nint/T _
I g <7 H(t) dt = —n _
~1/2 T S
Haciendo ahord — +co en esta expres8n podemos interpretar que la variable discreics
n/T se convierte en una variable contingi@on lo que resulta: S>>
- senr s) -
| et ot =
o TS
Bien, acabamos de obtener la transformada de Fourier de l@fuicAqui puedes ver I

su g@afica. Pl o
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Definicion. La transformada de Fourier de una funtif : R - C es la funcon
f = Ff : R - C definida por:

f(s) = Ff(9) = f e2vstf(f)dt  (seR) (1)

2.0.1. Comentarios

= Usaremos las notacioné\sy Ft para representar la transformada de Fourier dé
seanal f. A veces conviene escrildiif en la forma¥(f) para indicar claramente qug
Ff es la transformada de Fourier de la fuorck .

<

= El paametro ‘S’ en la definicbn 1 se interpreta como frecuencias. La fuorci se
interpreta como la representanide la sBal f en el dominio de la frecuencia.

>

S

» Latransformada de Fourier convierte unaaef (t), dada en el dominio del tiempJEsSs
en otra s@al, ﬂs), en el dominio de la frecuencia. 3

= Representaremos pat(R) el espacio vectorial de las funcionds R — C tales O
< S
qgue f |T(t)| dt < co. Para que la definion 1 tenga sentido es condia suficiente

—00

quefeL(R).
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2.1. Latransformada inversa de Fourier

La transformada de Fourier permite analizar uri@aaté por sus componentes de frg
cuencia.

El conjuntoQ(f) = {seR: ﬂs) # O} se llama espectro continuo de lanaef. Cada

frecuenciase Q(f) tiene como amplitu@f\(s)‘ y su fase es arﬁs).

La séhal f queda caracterizada completamente p@n el sentido de que el conoci
miento def\permite recuperaf. Veamos de manera informadmo puede hacerse estg
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Consideremos qué es una sal que se anula fuera de un intervalo acotado lo d
permite considerar su periodizanipara valores grandes del fpeto T de manera queli{ -
f(t) = 0 paralt| > T/2. Desarrollemos dicha periodizanien serie de Fourier:

f(t): i CneZJ'tint/T

N=—o0
Teniendo en cuenta guet) = O paralt| > T/2, los coeficientes de Fourier devienen
dados por:

. l 'IfZ f(t)e_znint/T dt = 1 T f(t)e—Znint/T dt = lf\(ﬂ)
n T—T/Z T—oo T T

Pongamos, = n/T. Sustituyendo el valor dg, en la serie obtenemos:

(=1 > fs)emist

N=—o0

O

Como los puntos, estin igualmente espaciados una distan¢ib, podemos interpreta
esta suma como una suma de Riemann de la integral:

jf f\(S) g2mist 4g

—00
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CuandoTl — +co podemos esperar que se tenga la igualdad:

£(t) = j f(s)e2mist ds

—0
Llegamos aisa la siguiente definioin.

Definicion. La transformada inversa de Fourier de una fang : R — C es la funcdbn
g=9"19:R — C definida por:

90 =5 (M) = | M'g(9ds  (teR) 2)

Tenemos tamkn el siguiente teorema.

Teorema de inverson de Fourier. Si f es una sial continua tal qué eL*(R) y tambin
feLl(R), se verifica que:

£(t) = f Ustf(9ds  (teR) (3)

—00

La igualdadl se llama laecuacion de analisiy la igualdad3 se llamaecuacion de
sintesisObserva que la ecudxi de $ntesis permite reconstruir unafse no perodica



index.html

a traves de sus componentes de frecuencia y puede verse como unarivarstinua”
de la representamn de una S&al perbdica por su serie de Fourier.

Explicitamente, la igualdad afirma que:

(©o)

f(t):f

—00

— 0

TEZniSUf(u)dUIGZEiSt ds (4)

Evidentemente, es&s @modo escribir esta igualdad en la forma:
f = F7YFf) (5)

Es notable la sime@ que hay entre la transformada de Fourier y su inversa: sola
se diferencian por un cambio de signo en la exponencial. De hecho, se verificarta
la igualdad:

g=9(Fg) (6)

La transformada de Fourier es una opdrvacjue regulariza y suaviza las funcione
Esto es lo que dice el siguiente resultado.

Teorema.La transformada de Fourier de undiakintegrablef e L1(R), es una fundin
continua, acotada[y'lrh Ff(s) =0.

—>+00
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2.2. Propiedades de la transformada de Fourier

Linealidad. La transformada de Fourier es un operador lineal. Esto quiere decir q@ig
a Y B son rumeros yf, g séiales, se verifica la igualdad:

FHaf +B9) = aTFf +B3g

Propiedades de simefia.

De las definiciones dadas para la transformada de Fourier y su inversa:

Ft(s) = fe—zf“stf(t)dt - fcos(Znst)f(t)dt i fsen(ert)f(t)dt

F(s) = f TSt dt = T cos(2tst) f(t)dt +i f sen(2v st f(t) dt

y teniendo en cuenta que el coseno es par y el seno impar, se deducen las sig
propiedades de simédr.

1. Ff(s) = T~ (-9).

2. Regla de inverson. F(Ff)(s) = f(-9).
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3. Silafuncbn f es par entonces se tiene que:

fsen(Zr st f(t)dt = Iim JSGH(ZT s f(t)dt =0

a—+oo
—a

por lo que
Ff(s) = F () = f cos(2tst)f(t)dt = chos(Zn st f(t)dt
—00 0

y la transformada de Fourier decoincide con su transformada inversa y es u
funcion patr.

4. Analogamente, sf es impar su transformada de Fourier tagmboeés impar :

Ff(s) = ~F 1 (S) = | j sen(2ust) f(t)dt = 2i fsen(Zr st f (1)
—00 0

5. Si f es real entoncesf(—s) = Ff(s).
6. Si f esreal y par su transformada de Fourier tanlas real y par.

7. Si f esreal e impar su transformada de Fourier es impar y toma valores imagirgi
puros. Pl o
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Las siguientes dos propiedades se obtieaeirhente con un sencillo cambio de varig
ble.

Traslacion en el tiempa Dado un eimeroacR y una s@al f, definimos la s@al 75 f
por:.
Tof () = f(t—a)

Se verifica que:
a (S) _ e—2niaS f\(S)

Es decir, una trasla@n en el tiempo produce un cambio de fase en la transformada

Cambio de escala o dilata@n. Dado un mimeroae R* y una sé@al f, definimos la
senal o5 f por:
daf(t) = f(at)

Se verifica que:

af (9= 1)

Es decir una dilatadh (@ > 1) o una compreén (@< 1) en el dominio del tiempo se&
corresponde con una compi@sio dilatacon en el dominio de la frecuenciaas un
cambio de escala.
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Propiedad de modulacon. DadoacR, y una s@al f, se verifica que la transformads
de Fourier de la funéin g(t) = ™3t f(t) es la funcbn raf.

Esta propiedad es inmediata pues:

g(s) = f g 2mist f () g?miat g — f e 2mi(s-at £ (1) ot = T(s—a)

La aplicacon de la transformada de Fourier para resolver ecuaciones diferencia
basa en la siguiente propiedad.

Propiedad de derivacbn.

FE')(S) = 2nisFF(s)  FH(=2intfO))(S) = (FF) (9
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2.3. Ejemplos

La funcion pulso rectangular.

Es la funcon dada por

{1 t] < 1/2
TI(t) =
0  [t>1/2

Como se trata de una furaei par su transformada de Fourier viene dada por:

00 1/2
Ti(s) = 2fn(t) cos(2ustdt = 2 f cos(2ustdt = 2
0 0

[sen(Zr st)rl/2 _ sen(rs)

2SS  |ig TS
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La funcion “cardinal seno”.

Es la funcon dada para todie R por

sen(rt)

sencf) = —

por supuesto, senc(e)1.

La transformada de Fourier de esta fuimcse deduceatilmente de que, sag acaba-
mos de ver]l = sency, como la funénII es par, obtenemos

Fsenc= F(FII) = F(F 1) =1
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Decaimiento exponencial truncado

Es la funcon dada por
0, t<O
e t>0

f(t) =

Podemos calcular su transformada de Fourier directamente:

f\(S) _ f e—ZJ‘EiSt f(t) dt = fe(—ZniS—l)t dt =
0

—00

e—t e—ZJ'lZiS t—+00
1+2nis

t=0

B 1
 1+2mis
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La funcion de Laplace

Es la funcon dada por
gt) =e™"

Para calcular su transformada de Fourier observamog(tue f (t) + f(-t) dondef es
el decaimiento exponencial truncado. Deducimos que:

1 1 2

98 = MO+ 19 = T s T Tonis ~ 1740282
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La funcion gausiana unidad

Es la funcon definida por:

f()=e ™
Esta funcon tiene la notable propiedad de ser invariante para la transformada de Fg
su transformada de Fourier es ella misma. Para calcularla podemos usar el hecho
f’(t) = —2xtf(t) y tomar transformadas de Fourier en ambos lados de esta igualdaf
lo que, en virtud de la propiedad de deriagiresulta:
.= 1~
2misf () = T f’'(9)
Es decir
f/(s)+2nsf(s) =0

Deducimos de aquue la funcon T(s) e™ tiene derivada nula por lo que

T(9=T0)e™ = = {(3)

Donde hemos usado el resultado bien cono&TdDJ) = f e ™ gt = 1.

—0
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